Université Paris Dauphine
DE MI2E
Algébre linéaire 3

TD 1. Révisions sur les espaces vectoriels, normes,
produits scalaires, espace euclidien, projections

1 Espaces vectoriels

Exercice 1. Soient dans R? les sous-ensembles suivants :
El = {(x,y,z) : —33+2y+2 Z 0}7

Ey = {(z,y,2) : vy — yz = 0},
By ={(z,y,2) : 2z —y =1},
Ey={(z,y,2) : 2* —y+2 =0},
Es = {(z,y,2) : —x + 29> + 42z = 0},
Es = {0} x R x {0},

Er ={(z,y,2) 2 —y =0},

Sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ? Pour chacun de ces ensembles qui est un sous-espace
vectoriel, en donner une base et sa dimension, dire s’il s’agit de R? tout entier, sinon en donner
un supplémentaire.

Exercice 2. Soient les familles de vecteurs :

L {(9.2), (8.-3). (3. D):

2. {(6,0,—5), (—-1,2,1), (0,1,-1)};

3. {(5,—4,7,8), (-2,3,1,-2)};

4. {(-1,2,1,4), (0,3,-1,2), (—2,1,3,6)}.
Ces familles de vecteurs sont elles libres, liées? (Utiliser deux méthodes différentes pour ré-
pondre.) Donner a chaque fois la dimension des sous-espaces engendrés par ces familles.
Exercice 3. (Espaces des matrices)

1) Montrez que Ma(R) est un R—espace vectoriel. Donnez-en une base.

2) Montrez que Ms(C), 'ensemble des matrices a coefficients complexes est un C—espace

vectoriel. Donnez-en une base.

Exercice 4. Montrer que la famille (sin(z),sin(2z), sin(3x)) est une sous-famille libre de C°(R; R).
Est-elle génératrice ?

Exercice 5. De ces parties de C°(R;R), lesquelles sont des sous-espaces vectoriels ?
- les fonctions positives,



les fonctions périodiques,

les fonctions 27 périodiques,

- les fonctions dérivables,

les fonctions qui sont dérivables en au moins un point de R.

Exercice 6. Soit E = C1(R;R), F = C°(R;R). Lesquelles de ces applications E — F sont
linéaires ?

- la dérivation

- [ flx—2),

- [ f(x) =2, - soit g fixée, f+— fg, f+— fog (composée), frgo f.

Exercice 7. 1) Montrer que (1, X, X?) et (1, X — 1, X?) sont des bases de ’espace vectoriel
Ro[X].
2) Ecrire la matrice de passage de (1, X, X?) vers (1, X — 1, X?).

3) Déterminer la matrice de lapplication P — P’ dans ces deux bases.

2 Normes

Exercice 8. On se place dans l'espace vectoriel E = Ry[X]. Montrer que les applications
suivantes sont des normes sur F :

1
|aX24+bX +c|y = max(la+b|, [b],|c]), | Pll2 —/0 |P(x)|dz et |[Plls = [P(O)]+[P(1)[+|P(2)].
Les applications suivantes sont-elles des normes :
laX? +bX + clls = max(ja + b, b* +¢?) et ||P[l5 = [P(0)| + [P(2)| + [P'(1)] ?

Exercice 9. 1) Montrer que les applications suivantes définies sur R™ :

(z1,. . yzn)l = |z 4+ - -+ |znl,
(@1, an)ll2 = V]w 2+ + |2al?,
(@ s 2n)lloo o= max{faal, ., zal}.

sont des normes . Montrer que I’application @ + ||z||; + ||x||2 définit encore une norme. L’appli-
cation x +— ||z||2 — ||z||1 définit-elle encore une norme ? Et 'application = — ||z||; — ||z||2 7

2) Montrer que les normes || - [|1, || - [|2 et || - ||co sont équivalentes (a la main!)

Exercice 10. Sur Pespace C°([0,1];R) des fonctions continues sur [0,1] a valeurs réelles on
définit les applications suivantes :

1
= d
171 /0 f (@) de,
1Flloe = sup ().

z€[0,1]
Montrer qu’il s’agit de normes.

Construire une suite de fonctions (f,,)nen de C°([0, 1]; R) telles que || f,[l1 — 0 lorsque n — 400
et || fnlloo = 1 pour tout n. Montrer que les normes || - ||1 et || - ||oc ne sont pas équivalentes.

1. On admettra I'inégalité triangulaire pour la norme || - ||2, qui sera montrée plus tard en cours.



3 Produit scalaire, espace euclidien

Exercice 11. Dire si les formes suivantes sont linéaires en la premiére variable, en la deuxiéme,
si elles sont symétriques, positives, non dégénérées et /ou si elles sont des produits scalaires.
Dans ce dernier cas, écrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz associée.

a) f1 définie sur R3 x R? par :
Sil(@y, w2, 23), (Y1, ¥2,93)) = 22191 — 3w2y2 — T3Y3.
b) fy définie sur R? x R3 par :
fa(z1, 22, 23), (Y1, 92, y3)) = 227 + 43 + 3x1y2 + 52243,

c¢) f3 définie sur R" x R™ (n € N — {0}) par :
F3((@1, s @)y (Y15 s Yn)) = D Tt
i=1

d) on note Ro[X] l'espace vectoriel des polynomes de degré 2, on définie fy sur Rao[X]x Ra[X]
par :
f4(P’ Q) = (CLO + al)bO + (CLO + 3041)171 + 3agbs

siP=ag+a X +CL2X2 et Q = by —|—b1X—|—b2X2.
Exercice 12. Soient a et b deux nombres réels et 5 : R?> x R? — R définie par :
B((z1,22), (Y1,y2)) = T1y1 + bT1Y2 + bray1 + azays.

Donnez, lorsqu’il y en a, les valeurs de a et b pour lesquelles 3 est

a) linéaire en la premiére variable,

o

linéaire en la deuxiéme,

¢}

symétriques,

[oN)

e

f

)
)
) positives,
) non dégénérée,
) un produit scalaire.
Exercice 13. Munissons R* du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs
up = (0,0,0,1), ue = (1,0,1,0), ug = (1,-3,0,2), ug = (3,-3,—-2,1).

a) Montrez que B = (u1,uz, u3,us) est une base de R?.

b) Orthogonalisez B selon le procédé de Gram-Schmidt.

Exercice 14. Dire si les formes suivantes sont linéaires en la premiére variable, en la deuxiéme,
si elles sont symétriques hermitiennes, positives, non dégénérée, si elles sont des produits scalaire.
Dans ce dernier cas, écrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz associée.

a) f1 définie sur C3 x C3 par :
J1((21, 2, 23), (Y1, 42, 43)) = 2191 — 20272 + (1 + 9)Tay1 + 237,

b) fo définie sur C* x C3 par :

Ji((z1, w2, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 2151 — 22272 + Y373,



c¢) f3 définie sur 'ensemble des matrices a coefficients complexes n x n (noté M, (C)) par :
f2(A,B) = Tr(*AB).
d) f4 définie sur E = {f : [0,1] — C} par :

17
fi(f.9) = /0 F@)g(z) dr.

Exercice 15. Montrez que pour tout réels aq,as,...,a, et by, bs,...,b, on a :

(5) <(54) (£#)

5 (5e) <3 ()

Exercice 16. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit E un espace euclidien sur R muni d’un produit
scalaire noté (,) et u,v € FE.

En déduire que

1. Montrez que si u et v sont colinéaires, on a :
[(u, 0)| = [Jul] > [|v]].

2. Supposons que u et v ne sont pas colinéaire. En utilisant le fait que v + tu est non nul
pour tout ¢, montrez que :
(u, v) < Jul] < [Jv]].

Exercice 17. Soit E 'espace des fonctions continues de [a, b] dans R. On définit pour tout f et
pour tout g dans FE :

b
(fig) = / f(t)g(t) dt.

1. Montrez que (,) est un produit scalaire sur E.

(f.9)] < (/b 72(0) dt) - </abgz(t) dt) "

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que l'inégalité précédente soit une
égalité.

2. En déduire que

Exercice 18. Effectuer le procédé de Gram-Schmidt sur les vecteurs de R3 suivants :

1 0 V?2/2
1), | v2/2], 0
0 1 1

4 Projections

Exercice 19. R3 est muni de la structure euclidienne canonique. Soit D la droite de vecteur
directeur u = (1,2,0). Déterminer I'expression analytique de la projection orthogonale sur D.



Exercice 20. Soit F le sous-espace vectoriel de R* défini par
F = {(azl,xg,xg,:z4) X1+t xot+r3t+ars =0 et 21 +39o— 23— 14 = 0}

1) Quelles sont les dimensions de F et F-? Donner un systéme d’équations cartésiennes de
.
2) Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F'.

Exercice 21. Soit E lensemble des fonctions continues sur[0, 7] a valeurs réelles, muni du
produit scalaire défini par :

(frg) = /0 " fg(dt, V(f.g) € B

Soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par les fonctions t — sint et ¢ — cost.
1) Trouver une base orthonormée de F.
2) On pose
I(a,b) = /ﬂ(a sint + bcost — ¢)?dt.
0

Déterminer les réels ag et by réalisant

(oo, bo) = inf I(a.b)

et calculer I(ag, bp).

Exercice 22. Soit £ = M, ,(R) l'espace vectoriel des matrices n x n a coefficients réels. E est
muni du produit scalaire canonique :

(A,B) =" aibi;
i=1 j=1

1) Montrer que (A, B) = Trace (‘AB).

2) a) Soit Dy le sous-espace vectoriel des matrices scalaires
Dy = {\,, A € R}.

Déterminer D(J)- et les projections orthogonales sur Dy et D(J)- .

b) Mémes questions pour le sous-espace D; des matrices diagonales.



