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Jonathan VACHER.
25 juin 2013

1 Analyse.

1.1 Nombres réels et suites.

Exercice 1 Soit f:[0,1] — [0, 1] croissante. En considérant {z € [0, 1]|Vt € [0, ] f(t) > t}
montrer que f admet un point fixe.

Exercice 2 Montrer que Vo € R* ;2 — % <lIn(l+=z) < z. En déduire les limites des suites
tn = [Ty (1= 5 et vn = [Ty (1+ 7).

Exercice 3 Soit (z,y) € R?, montrer que :
L fa] + [yl < [z +y| + [z -y
2.1+ jzy -1 < (I+|z—1))(1+ |y —1])

n.n!

n n
Exercice 4 Soientan:Z%etbn:Z%—i-ﬁ:an-i- L
=0" k=0 " o

a) Montrer que (a,) et (by,) sont strictement monotones et adjacentes.

On admet que leur limite commune est e. On désire montrer que e ¢ Q et pour cela on raisonne
par ’absurde en supposant e = g avec p € Z,q € N*.

b) Montrer que a; < e < b, puis obtenir une absurdité.

Exercice 5 Soit (Hy,) la suite définie pour n € N* par

a) Montrer que H,, — +oc.
b) Soit (uy,) une suite telle que n(up+1 — uy) — 1. Montrer que u,, — +o0.

Exercice 6 Soit (u,) une suite de réels décroissante et de limite nulle.
n
Pour tout n € N, on pose S, = > (—1)Fu.
k=0
Montrer que les suites extraites (Sa,,) et (San+1) sont adjacentes et en déduire que (.S,,) converge.
Exercice 7 Soit (uy,) une suite décroissante de réels telle que wu,, + up4+1 ~ %
a) Montrer que (u,) converge vers 0.
b) Donner un équivalent simple de (uy,).

Exercice 8 Etudier la suite (uyp) définie par ug > 1 et Vn € Nyup11 =1+ Inu,,.

Exercice 9 Etudier la suite (up) définie par up € R et Vn € N u,qq =¥ — 1.



Exercice 10 Soit a > 0 et (uy,) la suite définie par ug > 0 et

1
Vn e N, upr = = <un + a)
2 Unp,

Etudier la convergence de la suite (u,). On pose v, = Z:;%, en calculant vy, 41 majorer |u, —+/al

lorsque uy > +v/a.

1.2 Limites et continuité.

Exercice 1 Soit f : [0,1] — [0, 1], continue et telle que f(0) = f(1). Montrer que Vn €
N*, 3z, € [0, 1— H tel que f(zn) = f(zn + %) Commencer par n = 2,3,....

1size@Q

. est discontinue en tout point de R.
0 sinon

Exercice 2 Montrer que f:x —> {

Exercice 3 Soit f définie sur R telle que @

. 1 n  f(ka) , . ..
suite = Y7F_; =7 converge et préciser sa limite.

tend vers [ € R en +o00. Montrer que la

Exercice 4 Soit f : R — R continue. Pour L € R, on pose g(x) = f(z + L) — f(x) et on

suppose que g tend vers [ en +oo. Montrer que @ — %

T——+00

1.3 Dérivation

Exercice 1 Soit f € C%([a,b],R) telle que f(a) = f(b) = 0, montrer que |f(a) — f(b)] <
CN
1 00

Exercice 2 Soit f continue sur Ry et dérivable sur R, nulle en 0 telle que f’ est croissante
f(z)

sur R% . Montrer que la fonction x — <= est croissante.

Exercice 3 Soit f dérivable sur [0, 1] telle que f(0) =0 et f(1) =1 et soit n € N*. Montrer
qu’il existe 0 < x1 < -+ < x, < 1 telles que > 7y f'(xx) = n.

Exercice 4 Soit f € C%([0,1],R) telle que f(0) = 0, on définit u, = >}, f(%) Montrer
que u converge et déterminer sa limite.

Exercice 5 Soit f € C3(R,R) telle que V(z,y) € R?, f(z +vy)f(z —y) < f(x)%. Montrer
que Vz € R, f(z) f"(z) < (f'(x))*.

1.4 Intégration
Exercice 1 Soit f € C'([a, b)), f; sin(At) f(t)dt — 0 lorsque A — 0.

Exercice 2 Pour n € N, on pose I, = [ /2 sin(¢)"dt. Trouver un relation de recurrence
entre I, et I,,_o. Calculer I,,.

Exercice 3 Soit f € C1([0,1]) telle que Vx € [0,1], f(z)? + f'(x)? < 1+ x2. Montrer que
F()? = f0) < 3.

Exercice 4 Soit f € C([a,b]) telle que Vk € {O,...,n},ff tkf(t)dt = 0. Montrer que f
s’annule au moins n + 1 fois.

(71 k—1

—L_dz, montrer que b1 ]Z: converge et calculer sa limite.

1+z

Exercice 5 En utilisant [



Exercice 6 Soit f € C([a,b]). On note f = ;= ff f(t)dt. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel
que f(c) = f. Montrer ensuite qu’il existe C' € R tel que pour tout f € C([a,b]), |[f — fll2 <

! <
. 1
CI"|la avee [If]l2 = (£ F(t)%dt)” .
Exercice 7 Etudier la suite
1 2n i(k+1)m
— Z ke 2mn .
n k=n
Exercice 8 Effectuer un changement de variable qui permute les bornes de

I = /Z In(1 + tan(x))dz
0
. En déduire I.

1.5 Nombres complexes.

. . +1 .
Exercice 1 Soit z € U\ {1}. Montrer que 5 € iR.

Exercice 2 Soit w une racine n-eme de 'unité différente de 1. On pose
n—1
S=> (k+1)w"
k=0
En calculant (1 —w)S, déterminer la valeur de S.

Exercice 3 Calculer le produit des racines de I'unité.

Exercice 4 Soit n € N*. On note U,, ’ensemble des racines n éme de 'unité. Calculer

Z |z — 1].

ZeUn

Exercice 5 Soit n € N*. Résoudre I’équation
z+1)"=(z—1"

Combien y a-t-il de solutions ?

1.6 Fonctions usuelles et trigonométriques.

Exercice 1 Résoudre I'équation tan(2arctan(z)) = a de parametre a € R.

Exercice 2 Calculer lim 2<%U=%) Oy ytilisera un changement de variable judicieux.

r—0t \/(ff)

Que dire du comportement en 0" de argch(1 + x) ?

Exercice 3 On pose S, = > 2'th(2'x). Montrer que Vo € R*, th(z) = -2~ — th%z). En

déduire les limites de g—:; et S, — 2"t lorsque n — oo selon les valeurs de z.

Exercice 4 Calculer lim 22 En déduire lim (14 )™,
z—0 T n—+o00 n

Exercice 5 Soit f : [0, 4+o00[ — [0, +00[ continue vérifiant

fof=1d

Déterminer f.



Exercice 6 Montrer que

N | =

Vo €]0,1[,2%(1 — )17 >

Exercice 7 Soient f: I — R et g: I — R deux fonctions continues telles que
Ve e L |f(x)] = [g(x)] # 0
Montrer que f =g ou f = —g.
Exercice 8 Soit f: R — R définie par

f(z)

@
14z

a) Montrer que f réalise une bijection de R vers |—1,1].
b) Déterminer, pour y € ]—1, 1] une expression de f~!(y) analogue & celle de f(z).

n

Exercice 9 Pour n € Net x € R, simplifier P,(z) = [] ch (%) en calculant P, (z)sh (7).
k=1

Exercice 10 mggloo (m) @

shx

Exercice 11 Pour n € N et x € RT™, observer th((n + 1)x) — th(nz) = ORISR

Calculer S, (z) = kz—:o —Ch(kx)chl((kﬂ)m).

1.7 Fractions rationnelles.

. X+1 5 4, 3 , 1 _ 5
Exercice 1 Montrer que XA X-1)2 — X +txwtwm o x=gt+ xX-12"

1 17
. 2X -5 _ 1 X+
Exercice 2 Montrer que XD (XX — 7(Xx=2) T XTFx+1-

. X8-X442 _ y2 2X-8 4X+6 —2X+1
Exercice 3 Montrer que XTI = X —-3X+3+ XZEX 1) + X2+ X417 + (XL X 1)

1.8 Equations différentielles.

Exercice 1 Déterminer les fonctions f : R} — R dérivables sur R et telles que
V(z,y) €R?: f(xy) = f(x) + f(y).
Exercice 2 Déterminer les fonctions f : R — R* dérivables sur R et telles que
V(a,y) €R?: f(z+y) = f(2)f(y).
Que dire si f est seulement continue ?
Exercice 3 Déterminer les fonctions f : R — R* dérivables sur R et telles que
V(z,y) € R*: f(zy) = f(x)f(y).
Exercice 4 Déterminer les fonctions f : R — R dérivables deux fois sur R et telles que

V(z,y) €R*: f(z+y) + flz—y) =2f(x)f(y).



Exercice 5
que

Exercice 6

Exercice 7

Exercice 8

Exercice 9

Exercice 10

Exercice 11

Exercice 12

Exercice 13

Exercice 14

Déterminer les fonctions f : R} — R dérivables deux fois sur R et telles

Vz € R : f'(z) = f(=).

x
Déterminer les fonctions f : R — R* dérivables deux fois sur R et telles que
VzeR: f/(1—z)= f(z+1).
Résoudre ty' —y = t2.
Résoudre ty' — 2y = t2.
Résoudre y' + sin(t)y = sin(2t).

Résoudre 3" — 2y + 2y = sin(t)et,y(g) =0,y'(%) =0.

Résoudre 3" — 3y’ + 2y = te!, y(1) = 0,4/(1) = 0.
Résoudre y” — 1p+(t)y = 0.

Soit ¢ € R. Y a-t-il existence, unicité d’une solution au probléme suivant :

{

Soit ¢ > 0. On s’intéresse au probléeme de Cauchy suivant :

(C){

y' +uy =0
y(0) =0,y(1) =0

y" + py = h(t)
y(0) =v0,¥'(0) =y

Montrer que g est solution de (C) ssi z = g + ﬁ g’ est solution de :

Y +iyiy = J5h(t)
y(0) = wo + 7 v0

o

Exprimer z(t) puis g(¢).

1.9 Courbes paramétrées.

. t) = Lz
Exercice 1 Etudier z(?) 1?—21&3 .
y(t) = T4
) (1) = sin(t)
Exercice 2 FEtudier ®) ;;??fgﬁt) .
y(t = T1tcos(t)2
. - x(t) =t — sin(t)
Exercice 3 Etudier { y(t) 1 cos(t) .
, x(t) = sin(t)
Exercice 4 Etudier cos(t)?
y(t) = 2=cos(?)
_ In(146)

Exercice 5 Etudier p(6)



sin(6) cos(6)

Exercice 6 Etudier p(0) = Sin(8)—cos(0)

1.10 Développements limités.

Exercice 1 DLjp(0) de f;Q ldit‘l'

Exercice 2 Montrer que x — x + In(1 + x) admet une bijection réciproque au voisinage
de 0 et calculer un DL3(0) de cette réciproque.

Exercice 3 Montrer que ’équation e* = n — x admet une unique solution positive pour
tout n € N, noté x,. Trouver une développement asymptotique de x,,.

Exercice 4 Soit
frz—z(ln(2x 4+ 1) — In(x))

définie sur R,

Former un développement asymptotique de f a la précision 1/z en +oo.

En déduire I'existence d’une droite asymptote en +0o a la courbe représentative de f.
Etudier la position relative de la courbe et de son asymptote en +oo.

Exercice 5 Former le développement asymptotique quand z — +oo de arctanz a la
précision 1/z3.

Exercice 6 Montrer que l'application f : R — R définie par f(z) = ze® admet une

application réciproque définie sur R et former le DL5(0) de f~!.

Exercice 7 Soient a un réel non nul et f la fonction définie au voisinage de 0 par

In(1 + ax)

fle) = 14+

Déterminer les éventuelles valeurs de a pour lesquelles f présente un point d’inflexion en 0.

. N 7’ . . T Ly
Exercice 8 Soient a et b deux réels strictement supérieurs a 1. Déterminer hrf <\/a;r‘/5>
n——+0oo

Exercice 9 Déterminer lim (3 /2 -2 %)n

n—-4o0o

Exercice 10 f € C?avec f(0) =1, f/(0) = 0et f”(0) = —1. Mq Va € R, lim;_, 1 « F(R)T =
exp(—%)

Exercice 11 DL de In(v/1 + x) en 400

1.11 Coniques.

Exercice 1 Calculer une équation cartésienne de la tangente & une ellipse en un point fixé.
Démontrer que, si I’on voit I’ellipse comme I’'image d’un cercle par une affinité orthogonale, cette
tangente a l'ellipse et 'image de la tangente au cercle au point antécédent de celui considéré.

Exercice 2 Démontrer qu’'une hyperbole est équilatere si et seulement si son excentricité

vaut \/5 .

Exercice 3 Donner un paramétrage rationnel d’une ellipse éventuellement privée d’un
point a préciser.



Exercice 4 Réduire la conique d’équation y? + 3z — 4y — 2 = 0.

Exercice 5 Réduire la conique d’équation 22 + zy 4+ y? =1

6
3cos(f)—4sin(0)—2

Exercice 6 Identifier ’ensemble d’équation r(6) =

1.12 Fonctions de plusieurs variables.

Exercice 1 Soit f € C%(R). Pour tout (x,y) € R? on pose g(z,y) = %ﬁ(y) siz #yet
g(z,y) = f'(x) si = y. Montrer que g € C*(R?).

Exercice 2 Soit f : R? — R une fonction de classe C' homogeéne de degré n € N c’est-a-dire
vérifiant

vt € R,V(z,y) € R?, f(tw, ty) = t"f(z,y)

a) Montrer que
8 of n of
8;16 Yoy oy

b) On suppose n > 1. Montrer que les dérivées partielles de f sont elles aussi homogenes, préciser
leur degré.

nf

Exercice 3 Soit f(ac y) = %;y% si (z,y) # (0,0) et f(z,y) = 0 si (x,y) = (0,0).

Prouver l'existence de 3 (0 0) et ayam(O 0) et comparer leur valeur.

Exercice 4 Soit f € C°(R), montrer que la fonction g(z,y) = ffi;yZ (t)dt définie sur R?

est C1(R?). Calculer ses dérivées partielles.

Exercice 5 Soit f(r,y) = xIn(1—x?+y?). Préciser le domaine de définition de f. Calculer
son gradient et le représenter le long de la ligne de niveau 0.

Exercice 6 Soit A une partie convexe non vide de R? et f : A — R une fonction continue.
Soit a et b deux points de A et y un réel tels que f(a) <y < f(b).
Montrer qu’il existe € A tel que f(z) = y.

2 Géométrie.

2.1 Géométrie du plan.

Exercice 1 Ecrlre les relations de passage en coordonnees carteswnnes entre le repére

é
canonique {(0, ()) . J } et le repere {(1,2), W, ¥} ot U = - +3J ot U = \Z&] .

Exercice 2 Déterminer ’ensemble des points M (z,y) tels que |z + 2y| = a,a € R.

Exercice 3 Donner une équation cartésienne de la droite D passant par A(1,2) et parallele
a la droite d’équation z —y + 3 = 0.

Exercice 4 Soit ABC un triangle non aplati. On note a = BC,b = AC et ¢ = AB
les longueurs de ses cotés et Zi,g et ¢ les angles non-orientés respectivement opposés aux cotés
BC, AC et AB.

1. Vérifier que ¢ = a® + b% — 2ab cos(¢), retrouver le theoreme de Pythagore

2. En calculant 'aire de ABC' de 3 maniéres, montrer que = = <
sin a sin b sinc’




Exercice 5 Calculer I'aire d’un triangle a ’aide du déterminant. Appliquer cette formule
au triangle A(1,2), B(2,3),C(3,0).

Exercice 6 Soit I';, ’ensemble des points M (z,y) tels que (2m~+1)x+(m—1)y+m+1 = 0.
1. Montrer que les ensembles I';,, ont un unique point commun.
2. Trouver une CNS pour que I'y,, et I'),, soient orthogonales.

Exercice 7 Soit ABC un triangle et G son barycentre. Montrer que A(AGB) = A(AGC) =
A(BGC).

Exercice 8 Soient a,b € C distincts, A > 0 et n € N*. Montrer que les racines de I’équation
(z—a)"=Xz-0)"

sont alignés ou cocycliques

Exercice 9 Calculer la distance du point M (—3, —3) & I'ensemble C d’équation x? + y? —
4x — 2y — 20 = 0. Trouver ’équation de la tangente a C au point H projeté orthogonal de M
sur C.

2.2 Géométrie de ’espace.

Exercice 1 Former une équation cartésienne de la partie de ’espace paramétrée par

r=2+s+2t
y=2+2s+t pour(s,t) € R?
z=1—-5—-1

Exercice 2 1. Trouver une équation de la perpendiculaire commune & Dy et D> :
D, r—y+z2+1=0 D, r+2y+2z=0
") 224y—2=0 2 22 —-2y—22-1=0
2. Calculer la distance entre Dy et Ds.

Exercice 3 Déterminer une équation cartésienne de la sphere contenant les cercles C; et
Csy -

cn . xﬁuﬂ—9zoc_ 22 +y?—25=0
"1 z2=0=0 21 2-2=0

Exercice 4 Calculer la plus petite distance entre la sphere S : 22 + y2 + 22 = 1 et le plan
P :3x 42y — z=29. Trouver des équations des deux plans tangents a S et paralleles a P.

Exercice 5 Etudier lintersection d’un cylindre et d’une sphére centrée sur I'axe du cy-
lindre.

. . - - , .
Exermge 6 Soit @ et b deux vecteurs de I’espace avec a # (0 , résoudre I’équation
d AT = b d’inconnue 7.

) - = — .
Exercice 7 On suppose @ A b #% 0 et a7 = b 7 = 0. Montrer que le systeme

— —

a N ? =

— j admet une solution si et seulement si 77 + 7 =0.
b AT =



Exercice 8 : Soient A B,C et D quatre points de I'espace tels que les droites (AB) et (CD)
soient sécantes en I. Déterminer le lieu des points M tels que MAAMB = MC A MD.

3 Algébre.

3.1 Algebre générale, ensembles et applications.

Exercice 1 Soit une application f : E — F surjective et B C F. Montrer que f(f~1(B)) =
B.

Exercice 2 Pour (a,b) €] — 1,1[? on définit a b = ﬂf;’b. Montrer que '’ est une LCI qui
fait de (] — 1, 1], %) une groupe abélien.

Exercice 3 Soit (£, <) un ensemble totalement ordonné.
. ExXFE—FE o L
Montrer que 'application max : définit une LCI associative et com-
(z,y) = maz(z,y)
mutative. Déterminer une CNS pour que cette LCI admettent un élément neutre. Donner des

exemples.

Exercice 4 Soit (G,*) un groupe. On note Z(G) = {g € G |YVh € G : gxh = h* g}.
Montrer que ’on définit ainsi un sous-groupe abélien de G.

Exercice 5 Soit A et B deux parties non vides et bornées d’'un ensemble totalement
ordonnée (F, <).

1. Montrer que A C B implique sup(A) < sub(B). Egalité ?

2. Montrer que AN B # ( implique maz(inf(A),inf(B)) < inf(AN B). BEgalité ?

3. Montrer que AN B # () implique sup(A N B) < min(sup(A), sup(B)). Egalité ?

Exercice 6 Soit (G,*) un groupe et H et K deux sous-groupes de G. Trouver une CNS
pour que H U K soit un sous groupe de G.

Exercice 7 Soit (A4,+, x) un anneau dans lequel, ¥(z,y) € A2 (x x 3)? = 22 x y? et
Ve e A,z? =0= 2z =0.

1. Montrer que Y(z,y) € A2,z xyx x =22 x y =y x 22

2. En déduire que A est un anneau commutatif.

Exercice 8 Montrer que Z[i] = {a + ib € C|(a,b) € Z?} est un sous-anneau de (C, +, x).
Pour x = a+ib € Z[i], on pose N(x) = a®+b?. Montrer que V(z,y) € Z[i]? : N(zy) = N(x)N(y).
En déduire les inversibles de Z[i].

Exercice 9 Soit (A4, +, x) un anneau. Un élément a € A est nilpotent si In € N* tel que
a™ = 0.

1. Montrer que si a € A est nilpotent alors 1 — a est inversible.

2. Soit (a, b) € A% qui commutent. Montrer que si a ou b est nilpotent, alors ab est nilpotent.
Montrer que si a et b sont nilpotents alors a 4+ b est nilpotent.

Exercice 10 Soient A, B,C € P(E). Etablir A\(BNC) = (A\B) U (A\C).
Exercice 11 Soit f : ' — F une application. Montrer que :

a) f est injective & VA € P(E), A= f1(f(4)).
b) f est surjective < VB € P(F), f(f~%(B)) = B.



Exercice 12 Soient E, F, G trois ensembles, f: E — F,g: F —>Geth:G—> FE
Etablir que si ho go f est injective et que go foh et foh o g sont surjectives alors f,g et h
sont bijectives.

Exercice 13 Soient E un ensemble et f : E — FE telle que fo fo f = f. Montrer que f
est injective si, et seulement si, f est surjective.

Exercice 14 Soient (p,q) € N? et n € {0,...,p + q}. Proposer une démonstration par
dénombrement de I'égalité
Pt+a\ _ z": P\( q
n P k)] \n—k

Exercice 15 On définit une relation binaire < sur {z € C/Im(z) > 0} par: 2 5 2/ & |2]| <
|2'| ou (|z] = 2’| et Re(z) < Re(2’)). Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre total.

3.2 Arithmétique.
Exercice 1 Résoudre dans Z? : 7z + 17y = 1.

Exercice 2 Soit p un nombre premier. Montrer que p| (112) ouk < p.
Exercice 3 Montrer qu’il existe une infinité de nombre premier de la forme 4k + 3.

Exercice 4 Soit n € N, on note D(n) le nombre de ses diviseurs. Montrer que [y, d =
D(n)
n- 2

Exercice 5 Soit p € N premier et € Z — {0, 1}. On suppose que p|(z? — z). Montrer que
Vn > 2,p|(z" — x).

Exercice 6 Pour n € N, calculer nV (n+ 2).
Exercice 7 Soit P(X) = Y7_yax X" un polynéme & coefficients entiers et £ un rationnel
sous forme irréductible. Montrer que si % est racine de P alors plag et g|a,. Trouver les racines

rationnelles de 6 X% — 11X3 — X2 — 4.

3.3 Polynoéme

Exercice 1 Montrer que pour tout a,b € Na|b<+ X% —1| Xb—1.

Exercice 2 Soit P € K [X]. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X. Résoudre dans
C, (22 —32+1)2 =322 -8z +2.

Exercice 3 Justifier que 3(P,Q) € R,_1[X] tq (X — 1)"P(X) + X"Q(X) = 1. Montrer
que P(X) = Q(1 — X), montrer qu'il existe k tq (1 — X)P'(X) —nP(X) = kX" L. Donner les
coefficients de P.

Exercice4 PAQ=1< (P+Q)ANPQ=1.

Exercice 5 Si (A, B) € Z][X] et si B est unitaire alors R et () sont a coefficients entiers.

Exercice 6 Décomposer X%+ X2 + 1 et 3X® + 3X* + 3 dans R[X] et C[X].



3.4 Algebre linéaire.

Exercice 1 Montrer que la famille (z — €*"),er est libre dans F(R, R).

C!(R,C) — C°R,C)
f — o
1. Montrer que D est une application linéaire surjective.
2. Montrer que H = {f € C}(R,C)|f(0) = 0} est un sev de C*(R,C)
3. Montrer que VA € C, (D — )\.id)| g est un isomorphisme d’espace vectoriel.

Exercice 2 Soit D :

Exercice 3 Soit f € Lx(E). Montrer que Kerf = Kerf? <= Imf N Kerf = {0}.
Exercice 4 Montrer que la famille (z — |z — a|)qer est libre dans F(R, R).

Exercice 5 Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, et F, G deux sous-espaces
vectoriels de E de méme dimension. Montrer que F et G ont un supplémentaire commun, c’est-
a-~dire qu’il existe un sous-espace H de E tel que FPH =GP H = FE.

Exercice 6 DansR*, soient u = (1,0,1,0),v = (0,1,—1,0),w = (1,1,1,1),z = (0,0,1,0),y
(1,1,0,-1). F = Vect{u,v,w} et G = Vect{z,y}. Déterminer des équations paramétriques et
des bases de F,G,F +G,FNG.

Exercice 7 Soit FE et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Montrer que ’en-
semble
{f € Lxg(E,F)|L C Kerf,Imf C H}

est un sous-espace vectoriel de Lx(E, F') de dimension dimgH x (dimgE — dimgL).
Exercice 8 La famille

x +— cos(x — 1),z — cos(z),z — cos(z + 1)

est-elle libre 7

Exercice 9 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € Lk (FE) tel qu’il existe
zg € E pour lequel {xg,u(xo),...,u" *(zo)} est une base de E. On note

C={veLlg(E)uov=uvou}.
1. Montrer que c’est un sev de L (E).

2. Montrer que C = {P(u) € Lx(F)|P € R,[X]}. En déduire une base est sa dimension.

Exercice 10 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N et f € Lg(F) telle
que rg(f) = 1. Montrer qu'il existe p € K tel que f2 = puf.

Exercice 11 Soit £ un C-espace vectoriel et f € Lc(E) telle que f2 — idg = 0. Montrer
que
E = Ker(f —idg) @ Ker(f — jidg) ® Ker(f — j.idg).

En déduire la résolution de I’équation différentielle y3) — ¢ = 0.

Exercice 12 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € Net f € Lx(F). Montrer
que Kerf = Imf <= f2 =0 et 2rg(f) = n. Donner un exemple dans R? R3.

Exercice 13 Soient H = {(x1,z2,...,2,) € K" |21+ 20+ -+ 2, =0}etd = (1,...,1) €
K™. Montrer que H et Vect(@) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de K”.



Exercice 14 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Montrer
que F'U G est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, ' C G ou G C F.

Exercice 15 Montrer que deux formes linéaires non triviales sont proportionnelles ssi elles
ont méme noyau.

3.5 Matrices.

Exercice 1 Soit A = . Trouver les droites stabilisées par A. Déduire une base

= =
o N O
= O O

diagonalisant A.

Exercice 2 Soit J € M,,(K) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Calculer le rang et
le noyaux de J, calculer J* et (J + AI,,)*.

Exercice 3 Soit A = (ai ;) j)eq1,...ny2 € Mn(K) telle que

Vi € {1, e ,n}, |am~| > Z \ai,j|.
J#i

Montrer que A est inversible.

Exercice 4 Soit ¢ € L(R3[X]), ¢ : P(X) — P(X) + P/(X). Donner la matrice de ¢ dans
la base canonique de R3[X]. Rang de ¢ ? Inverse de ¢ ? Calculer ¢~ (X3 + X + 2). Trouver un
polynéme annulant ¢. Donner la matrice de ¢ dans la base {1, X — 1, (X —1)2, (X — 1)3}.

Exercice 5 Soit A € M,,(K) de rang 1. Montrer que A = XY 7T avec (X,Y) € (R")2.
Montrer que AP = (Y7 X)PA. Trouver une CNS pour qu’'une matrice de rang soit canonique-
ment associée a une projection vectorielle dont on déterminera 1’image et le noyau. Montrer que
A+ I, est inversible ssi a # —1 et préciser son inverse de la forme I, + AA.

2 4 6 0 4 6
Exercice 6 Soit A= [0 2 3| et N=|0 0 3|. Calculer N*, en déduire A* pour
0 0 2 000
k>1
1 0 2
Exercice 7 Soit A= |0 —1 1|, Calculer A%> — A, trouver un polynéme annulant A et
1 -2 0

déterminer si A est inversible.

Exercice 8 Soient n € N*| aq,...,a, des complexes distincts, A = diag(aq,...,ay) et
C(A) = {M € M, (C), AM = MA}. Montrer que si 3(A\,X) € C x R",; AX = \X alors VP €
R[X], P(A)X = P(\)X. En déduire que (A*)gcr<n_1 est une base de C(A).

0 0 O
Exercice 9 Soit A = | -2 1 -1/, Calculer le reste de la division Euclidienne de X"
2 0 2

par X3 —3X?2 42X et en déduire A™.

Exercice 10 Soient (A, B) € M,,(R)? telles que I + AB € GL(R). Montrer que I + BA €
GL(R).



3.6 Déterminants

Exercice 1 1) Relier det(A4) et det(com(A)). Si A € GL,(K), préciser com(A~!) et
com(A)~L.
2) Montrer que si A est idempotente alors com(A) I'est aussi.
3) Etudier le rang de com(A) en fonction du rang de A (on admettra que com(A) # 0). On
montrera les implications suivantes :

{ rg(A) =n = rg(com(A))

rg(A)=n—1 =rg(com(4)) =1

Exercice 2 On considére le déterminant de taille n suivant

c b b b
a c¢c b b
D,=|a a ¢ b
a a a ... C

En établissant une relation de récurrence d’ordre 2 calculer D,, en fonction de n,a,b et c. (+
une autre méthode si le temps le permet)

3.7 Espaces Euclidiens

Exercice 1 Montrer que I'application (A, B) — Tr(ATB) est un produit scalaire sur
M, (R). Montrer que la norme associée verifie ||AB|| < ||A||||B|| pour toutes matrices A et B.
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